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简  介 

 

这份文档从理论解析和数值模拟两方面入手探讨了振动式陀螺（也称谐振式

陀螺）相关的动力学理论和基于有限元的数值模拟方法，分为两章分别介绍，适

合于初学者入门学习阅读。主要的创新之处在于： 

1. 通过对科氏力和离心力作用下的双自由度谐振系统的研究，揭示了离心

力对振动式陀螺有效量程起限制作用的原因，探究了科氏力和离心力作用下系统

的正则运动，以及系统动力学方程稳态解参数和正则解参数之间的关系，证明了

恒定转速下离心力项对动力学方程正则解形式无影响的结论。 

2. 针对复杂结构在旋转条件下难于模拟的问题，提出了参数化建模方法和

旋转有限元方法，并设计了一种用于计算旋转结构自然频率和模态的高效算法，

该算法被应用于多环结构在高转速下的模态稳定性分析。此外，还提出了多环陀

螺虚拟样机技术和基于该技术的陀螺性能参数的优化方法。 
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第 1 章 振动式陀螺动力学 

 

1.1 微阻尼单自由度谐振系统 

首先介绍一些基础的概念，我们简单回顾一下受线性阻尼和线性弹性约束的

质量块的单自由度简谐受迫振动，其动力学方程为 

 c smx cx kx f cos t f sin t+ + = ω + ω    (1-1) 

其中，x为质量块的位置坐标，x为质量块的线速度，x为质量块的线加速度，m

为质量块的质量，c为阻尼，k为刚度， cf 和 sf 为简谐外力余弦分量和正弦分量的

幅值，ω为简谐外力的圆频率（通常简称频率）， t 为时间。 

为了物理概念阐述的方便，通常将方程(1-1)改写为如下形式，即方程两边同

时除以m  

 2
n n c sx 2 x x F cos t F sin t+ xω +ω = ω + ω    (1-2) 

其中， n k mω = 为受约束质量块的自然频率， crc c 0ξ = ≥ 为阻尼比系数，

cr nc 2m 2 mk= ω = 为临界阻尼， c cF f m= ， s sF f m= 。从动力学方程(1-2)出发，采用

待定系数法，假设质量块的运动达到稳态时方程(1-2)的解具有如下的形式 

 x xx c cos t s sin t= ω + ω   (1-3) 

其中， xc 和 xs 为待定系数。将方程(1-3)代入方程(1-2)中，分别比较正弦项和余弦

项的系数可得关于待定系数的两个方程，整理为如下的矩阵形式 

 
2

cx
2

sx

uc1 2
us2 1

 − λ xλ   
=    − xλ −λ     

  (1-4) 

其中， n 0λ = ω ω ≥ 为频率比系数， c cu f k= ， s su f k= 为静态位移响应。应用 Cramer
1 
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法则解方程组(1-4)可得 

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

c
22

c ss
x 22 22

2

2
c

2
s cs

x 22 22

2

u 2
1 u 2 uu 1

c
1 2 1 2

2 1

1 u
1 u 2 u2 u

s
1 2 1 2

2 1

xλ
−λ − xλ−λ

= =
−λ xλ −λ + xλ
− xλ −λ

−λ
−λ + xλ− xλ

= =
−λ xλ −λ + xλ
− xλ −λ

  (1-5) 

或整理为矩阵形式 

 
( ) ( )

2
cx

2 222
sx

uc 1 21
us 2 11 2

 − λ − xλ   
=      xλ −λ   − λ + xλ  

  (1-6) 

将方程(1-5)代回方程(1-3)可得 

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
c s s c

2 22 22 2

2c
2 22

2s
2 22

1 u 2 u 1 u 2 u
x cos t sin t

1 2 1 2

u 1 cos t 2 sin t
1 2

u 2 cos t 1 sin t
1 2

−λ − xλ −λ + xλ
= ω + ω

−λ + xλ −λ + xλ

 = −λ ω + xλ ω −λ + xλ

 + − xλ ω + −λ ω −λ + xλ

  (1-7) 

进一步观察，引入如下的三角变换 

 
( ) ( )

( ) ( )

2

2 22

2 22

1cos
1 2

2sin
1 2

−λ
φ =

−λ + ξλ

− ξλ
φ =

−λ + ξλ

  (1-8) 

方程(1-7)可以重新写作如下形式 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )c s
2 22 22 2

u ux cos t sin t
1 2 1 2

= ω + φ + ω + φ
−λ + xλ −λ + xλ

  (1-9) 

由叠加原理知，对应于余弦载荷 cf cos tω ，系统对应的稳态响应为 

2 
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( ) ( )

( )c
c 2 22

ux cos t
1 2

= ω + φ
−λ + xλ

  (1-10) 

对应于正弦载荷 sf sin tω ，系统对应的稳态响应为 

 
( ) ( )

( )s
s 2 22

ux sin t
1 2

= ω + φ
−λ + xλ

  (1-11) 

小结 

从方程(1-9)、方程(1-10)和方程(1-11)，我们可以得出以下重要的结论： 

对于任意的简谐载荷，系统稳态响应的简谐基函数与载荷的简谐基函数一致，

系统稳态响应的频率等于载荷的频率，系统稳态响应幅值相比于静态位移响应的

放大倍数为 

 ( ) ( )2 22M 1 1 2= −λ + ξλ   (1-12) 

系统稳态响应的初始相位增加了  

 2

2arctan ,
1 2 2
ξλ π π φ = − ∈ − −λ  

  (1-13) 

值得注意的是，当 21 2λ = − ξ 时, M 取得极大值 21 2 1ξ − ξ ，此时系统处于谐

振状态（共振状态）。当阻尼比系数远远小于 1 时，即 1ξ << ，此时略去ξ的高次项，

例如令 2 0ξ  ，继而可得： 1λ  ，M 1 2ξ ， 2φ −π− 。工程中通常用易于测量的品

质因数Q 1 2= ξ表征微阻尼系统的谐振性能，代入方程(1-9)，此时，谐振的稳态解

可近似表示为  

 c sf fx Q cos t Q sin t
k 2 k 2

π π   ≈ ω − + ω −   
   

   (1-14) 

1.2 科氏力和离心力作用下的双自由度谐振系统 

考虑一个单轴转台，并在转台平面上放置一个质量块，质量块可在平面上任

3 
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意移动。建立转台的随体坐标系 O-xyz 和标准正交基{ }, ,i j k ，即共旋转坐标系。

设转台平面与 x-y 平面共面，且 x-y 平面内任何一个方向上的阻尼c和刚度k都相

同（全对称条件）。当转台匀速转动时，转速方向垂直于 x-y 平面，设转速大小

恒为Ω（匀转速条件）。令某一时刻质量块在随体坐标系下的矢径为 

 x y= +r i j   (1-15) 

则其在惯性坐标系下的速度为 

 ( )
( ) ( )
x y x y

x y y x

= + +Ω × +

= −Ω + +Ω

r i j k i j

i j

  

 

  (1-16) 

加速度为 

 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

x y x y

x y y x

x y y x x y y x

x 2 y x y 2 x y

= + +Ω × +

= −Ω + +Ω +Ω ×

= −Ω + +Ω +Ω × −Ω + +Ω  

= − Ω −Ω + + Ω −Ω

r i j k i j

i j k r

i j k i j

i j

  

   

     

   

  (1-17) 

此时，动力学方程为 

 ( ) ( )x ym cx kx f cy ky f= = − − + + − − +r f i j     (1-18) 

合并同类项后可得如下方程组 

 
2

x
2

y

mx cx kx f 2 my mx
my cy ky f 2 mx my

 + + = + Ω +Ω
 + + = − Ω +Ω

  

  

  (1-19) 

由此可见，由于转速的存在，既引入了离心力 

 2 2
Centrifuge mx my= Ω +Ωf i j   (1-20) 

也引入了科氏力  

 Coriolis 2 my 2 mx= Ω − Ωf i j    (1-21) 

我们注意到，离心力的存在降低了系统的刚度，而科氏力耦合了 x-y 两个方向上

4 
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的运动，而我们希望从这样一个动力学系统中找到关于转速Ω与一些可测量的关

系。由前一节得出的关于微阻尼单自由度谐振系统的结论，我们很自然地会想到

了引入简谐外力，以便观察系统达到稳态后的特征，因此，我们引入动力学方程 

 
2

xc xs
2

yc ys

mx cx kx f cos t f sin t 2 my mx
my cy ky f cos t f sin t 2 mx my

 + + = ω + ω + Ω +Ω
 + + = ω + ω − Ω +Ω

  

  

  (1-22) 

与前一节类似，将动力学方程整理为如下的形式 

 
2 2

n n xc xs
2 2

n n yc ys

x 2 x x F cos t F sin t 2 y x
y 2 y y F cos t F sin t 2 x y

 + xω +ω = ω + ω + Ω +Ω
 + xω +ω = ω + ω − Ω +Ω

  

  

  (1-23) 

采用待定系数法，并假设解的形式为 

 x x

y y

x c cos t s sin t
y c cos t s sin t
= ω + ω

 = ω + ω
  (1-24) 

基于假设方程(1-24)，计算假设解的一阶时间导数，即速度 

 x x

y y

x c sin t s cos t
y c sin t s cos t
= − ω ω + ω ω

 = − ω ω + ω ω





  (1-25) 

和二阶导数，即加速度 

 
2 2

x x
2 2

y y

x c cos t s sin t
y c cos t s sin t

 = − ω ω − ω ω
 = − ω ω − ω ω





  (1-26) 

将方程(1-24)、方程(1-25)和方程(1-26)代入方程(1-23)可得 

 

( )

( )
( )( )

( )

2 2
n n xc xs

2 2
x x

n x x

2 2
n x x

xc xs y y

x 2 x x F cos t F sin t 2 y

c cos t s sin t
2 c sin t s cos t

c cos t s sin t

F cos t F sin t 2 c sin t s cos t

+ xω + ω −Ω = ω + ω + Ω

⇒

− ω ω − ω ω

+ xω − ω ω + ω ω

+ ω −Ω ω + ω

= ω + ω + Ω − ω ω + ω ω

  

  (1-27) 

和 

5 
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( )

( )
( )( )

( )

2 2
n n yc ys

2 2
y y

n y y

2 2
n y y

yc ys x x

y 2 y y F cos t F sin t 2 x

c cos t s sin t

2 c sin t s cos t

c cos t s sin t

F cos t F sin t 2 c sin t s cos t

+ xω + ω −Ω = ω + ω − Ω

⇒

− ω ω − ω ω

+ xω − ω ω + ω ω

+ ω −Ω ω + ω

= ω + ω − Ω − ω ω + ω ω

  

  (1-28) 

通过整理方程(1-27)和方程(1-28)中余弦项和正弦项的系数可得 

 

( )
( )
( )
( )

2 2 2
x n x n x xc y

2 2 2
x n x n x xs y

2 2 2
y n y n y yc x

2 2 2
y n y n y ys x

c 2 s c F 2 s

s 2 c s F 2 c

c 2 s c F 2 s

s 2 c s F 2 c

− ω + xω ω+ ω −Ω = + Ω ω

− ω − xω ω+ ω −Ω = − Ω ω

− ω + xω ω+ ω −Ω = − Ω ω

− ω − xω ω+ ω −Ω = + Ω ω

  (1-29) 

方程(1-29)可以重新整理为如下矩阵形式 

 

2 2 2
x xcn n

2 2 2
x xsn n

2 2 2
y ycn n

2 2 2
y ysn n

c F2 0 2
s F2 2 0
c F0 2 2
s F2 0 2

    ω −ω −Ω xω ω − Ωω
    − xω ω ω −ω −Ω Ωω      =
    Ωω ω −ω −Ω xω ω
    

− Ωω − xω ω ω −ω −Ω          

  (1-30) 

更进一步，将方程(1-30)两边同时除以 2
nω 可得 

 

2 2
x xc

2 2
x xs

2 2
y yc

2 2
y ys

c u1 2 0 2
s u2 1 2 0
c u0 2 1 2
s u2 0 2 1

    − λ − κ xλ − κλ
    − xλ −λ − κ κλ      =
    κλ −λ − κ xλ
    

− κλ − xλ −λ − κ         

  (1-31) 

从方程(1-31)可知，当外力幅值给定时，稳态响应幅值可以由此方程解析得到，

影响稳态响应幅值的主要因素有三个：频率比系数 nλ = ω ω 、阻尼比系数

c 2 kmξ = 和转速比系数 n 0κ = Ω ω >  共三个无量纲量。 

我们考虑方程组(1-31)的求解。与前一节类似，应用 Cramer 法则进行求解，

也可以应用计算机符号代数系统（Matlab 等）进行求解，此处略去了复杂的代数

运算过程，直接给出如下结果 

6 
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x xc

x xs

y yc

y ys

c uA B D C
s uB A C D1
c uD C A BE
s uC D B A

−    
    −    =
    − − −
    −       

  (1-32) 

其中 

 

( )
( )
( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

4 4 4 2 2 2 2 2 2

A

B

C

D 2
E 2 2 2

= α α +β −χ

= β α +β + χ

= χ α −β −χ

= αβχ

= α +β + χ + α β + β χ − α χ

  (1-33) 

其中 

 

2 21
2
2

α = −λ − κ
β = ξλ
χ = κλ

  (1-34) 

当转速 0Ω = 时，即 0χ = ，此时C 0= 且D 0= 。方程组(1-32)解耦退化为两个方

程组 

 

xcx

xsx

y yc

y ys

uc A B1
us B AE

c uA B1
s uB AE

−     
=     

    
−    

=    
    

  (1-35) 

此时 

 

( )
( )

( )

2 2

2 2

22 2

A

B

C 0
D 0

E

= α α +β

= β α +β

=
=

= α +β

  (1-36) 

每个方程组与方程组(1-6)是相同的，x 和 y 方向质量块做独立解耦的单自由度振

动，这验证了计算的正确性。 

7 
 



2022  MEMS 陀螺动力学理论和数值模拟技术 江衍辉 

当转速 0Ω ≠ 时，考虑无阻尼条件，即 0β = ，且只考虑 x 方向上的正弦载荷，

即令 xcu 0= , ycu 0= 和 ysu 0= ，此时 

 

( )

( )

( )

2 2

2 2

22 2

A

B 0

C

D 0

E

= α α −χ

=

= χ α −χ

=

= α −χ

  (1-37) 

可得 

 

x

x xs
2 2

y

y

c 0
s u
c
s 0

   
   α   =
   −cα −c
   
    

  (1-38) 

代入方程(1-24)，可得 

 
xs

2 2

xs
2 2

ux sin t

uy cos t

α = ω α −c
 c = − ω
 α −c

  (1-39) 

其中 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2

1 2

1 1

α −χ = −λ − κ − κλ

   = − λ + κ − λ − κ   

  (1-40) 

工程上，对于工作在力平衡模式下的陀螺，常称 x为驱动模态， y为检测模态。 

小结 

从方程(1-39)，我们可以得出以下重要的结论： 

（1）当陀螺工作在力平衡模式下，无阻尼条件下，驱动模态与载荷同相，

检测模态与载荷有 2π 的相位差。 

（2）当陀螺工作在力平衡模式下，理论上，由于离心力效应，检测模态的
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幅值并不正比于转速 

 xs
2 2

u χ
− ∝
α −χ

χ ∝Ω   (1-41) 

（3）当陀螺工作在力平衡模式下，且 1χ << ，即 nΩ << ω 时，略去χ  的高阶项

后，有近似的线性关系 

 
( )

xs xs
22 2 2

u u

1

χ χ
− − ∝ χ ∝Ω
α −χ −λ

−   (1-42) 

（4）当陀螺工作在力平衡模式下，且 1χ << ，即 nΩ << ω 时，利用共振 1λ  和

增加载荷幅值 xsu ↑可以提高陀螺的标度因数 

 
( )

xs
22

n

2uy 1

1

λ
= −

Ω ω −λ
  (1-43) 

经验表明，对于一般工作在 4
n 10 Hzω  量级的力平衡陀螺，测量转速在

210 sΩ ° 量级内满足线性关系，结合以上结论，力平衡陀螺不适用于高转速测量。 

当转速 0Ω ≠ 时，考虑微阻尼条件，即 1β << ，略去β的高阶小项，且只考虑 x

方向上的正弦载荷，即令 xcu 0= , ycu 0= 和 ysu 0= ，此时 

 

( )
( )
( )

( )

2 2

2 2

2 2

22 2

A

B

C

D 2

E

= α α −χ

= β α + χ

= χ α −χ

= αβχ

= α −χ

  (1-44) 

可得 

 

( ) ( )

( )

2 2 2 2
x

x xs
2 2

y

2 2
y

c
s u
c
s 2

 −β α + c α −c     α   =    −cα −c       − αβc α −c   

  (1-45) 
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代入方程(1-24)，可得 

 

( )
( )

2 2
xs xs

2 2 22 2

xs
xs2 2

u ux cos t sin t

uy cos t u 2 sin t

 β α + c α
 = − ω + ω

α −c α −c

 c

= − ω − αβc ω α −c

  (1-46) 

小结: 

从方程(1-46)，相较于无阻尼时的稳态响应，我们可以得出以下结论： 

（1）微阻尼的存在使驱动模态和检测模态的幅值和相位发生变化。 

（2）微阻尼的存在使阻尼谐振频率发生变化。 

1.3 科氏力和离心力作用下双自由度系统的正则运动 

正则运动即无驱动外力下的自由运动，为了描述的方便，我们引入质量块矢

径在复平面上的复数表示 

 z x iy= +   (1-47) 

因此，考虑科氏力和离心力作用下质点的动力学方程可以记作 

 ( )2 2
nz 2 iz z 0+ Ω + ω −Ω =    (1-48) 

此处假设（1）无阻尼（2）全对称 (3)无外力作用。假设方程的解为 

 st
0z z e=   (1-49) 

将方程(1-49)代入方程(1-48)，可得特征方程为 

 2 2 2
ns 2 is 0+ Ω +ω −Ω =   (1-50) 

解得两特征根为 

 
2
n

1 n 1

2 n 2

2 i 4
s i i i

2
s i i i

− Ω + − ω
= = −Ω +ω = −Ω

= −Ω −ω = −Ω

  (1-51) 

10 
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其中 

 1 n

2 n

Ω = Ω−ω
Ω = Ω+ω

  (1-52) 

因此，方程(1-48)的通解为 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 1 2 2

1 n 2 n

0 0 0 0n n

0 n 0 n 0

0

s t s t
1 2

i t i t
1 2

i i t i i ti t i t
1 2

i i i ii t i ti t i t
1 2

i t i t i t
1 2

i t
n 0 n 0

z z e z e

r e r e

r e e e r e e e

r e e e r e e e

e r e r e

e a cos t iq sin t

q −Ω q −Ω

q ω q − ω− Ω − Ω

q + φ q − φω − ω− Ω − Ω

q −Ω ω +φ − ω +φ

q −Ω

= +

= +

= +

= +

= +

= ω + φ + ω + φ  

  (1-53) 

其中 

 

( )
( )

0 1 2

0 1 2

1 2

1 2

2

2
a r r
q r r

q = q + q

φ = q −q

= +
= −

  (1-54) 

小结： 

陀螺的运动是两个圆周运动的叠加。 

（1）当 n 0ω  时，即无谐振，此时方程的解可以近似表示为 

 ( ) ( ) ( )0i t
0 0z e a cos iq sinq −Ω= φ + φ     (1-55) 

此时，陀螺的运动轨迹为一个圆周。 

（2）当 0Ω  时，即无转动，此时方程的解可以近似表示为 

 ( ) ( )0i
n 0 n 0z e a cos t iq sin tq= ω + φ + ω + φ     (1-56) 

此时，陀螺的运动轨迹为一个椭圆。 

（3）当谐振和转动同时进行时，陀螺的运动可以看做二者的叠加，此时，

陀螺的运动轨迹为振动椭圆的进动。 
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( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

0 0 n 0

0 0 n 0

n 0

n 0

cos t sin t a cos tx
sin t cos t q sin ty

a cos tcos sin
qsin tsin cos

q −Ω − q −Ω ω +φ    
=      q −Ω q −Ω ω +φ     

ω + φ q − q 
=    ω + φq q   

  (1-57) 

其中a 、q、 0φ 和 0θ 为由初始条件确定的四个参数，而θ为进动角 

 0 tθ = θ −Ω   (1-58) 

由此可见，固定在转台上的谐振子在转台旋转产生的离心力和科氏力的共同作用

下发生与转台反向的进动，也即遵循动量守恒。 

（4）通过测量陀螺振动模态的进动角θ确定转台转速Ω的基本原理: 以横坐

标为时间 t，纵坐标为进动角θ作图，得到一条单调递减的直线，计算直线的斜率，

斜率大小即为转速大小。在非理想条件下，四个正则解参数除了受到初始条件的

影响，还受到阻尼力，频率差等因素的干扰，因此需要引入控制方案以消除这些

干扰因素的影响。按以上原理工作的陀螺称为速率积分模式（全角模式）陀螺，

此时，需要产生和保持用于测量进动角的谐振模态。 

1.4 稳态解参数和正则解参数的关系 

从理论层面说，求一个线性动力学系统的稳态解和正则解，是分别利用周期

性外力条件和初始条件对系统的特征进行检查。 

陀螺在受周期性载荷作用时做稳态周期运动，此时动力学方程的解称为稳态

解，即方程(1-24)，写成矩阵形式 

 x x

y y

c cos t s sin tx
c cos t s sin ty

ω + ω  
=    ω + ω   

  (1-59) 

对于处于稳态的陀螺，如果突然撤去外力并忽略阻尼效应，陀螺将在惯性的作用

下做自由振动，相当于无外力条件下只给了初始条件，此时运动方程的解称为正
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则解，即方程(1-57)，展开为 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

n 0

n 0

0 n 0 n

0 n 0 n

0 n 0 n

0 n 0 n

a cos tx cos sin
qsin ty sin cos

a cos cos cos t sin sin t

q sin sin cos t cos sin t

a sin cos cos t sin sin t

q cos sin cos t cos sin t

ω +φ q − q   
=      ω + φq q     

q φ ω − φ ω 
 
− q φ ω + φ ω =  q φ ω − φ ω 
 + q φ ω + φ ω 

  (1-60) 

比较式(1-59)和式(1-60)，其中令 nω = ω ，则有： 

 

x 0 0

x 0 0

y 0 0

y 0 0

c a cos cos qsin sin
s a cos sin qsin cos
c a sin cos q cos sin

s a sin sin q cos cos

= q φ − q φ
= − q φ − q φ
= q φ + q φ

= − q φ + q φ

  (1-61) 

通过计算，可得如下的关系式： 

 2 2 2 2 2 2 2
x 0 0 0 0c a cos cos q sin sin 2aq cos cos sin sin= q φ + q φ − q φ q φ   (1-62) 

 2 2 2 2 2 2 2
x 0 0 0 0s a cos sin q sin cos 2aq cos cos sin sin= q φ + q φ + q φ q φ   (1-63) 

 2 2 2 2 2 2 2
y 0 0 0 0c a sin cos q cos sin 2aq cos cos sin sin= q φ + q φ + q φ q φ   (1-64) 

 2 2 2 2 2 2 2
y 0 0 0 0s a sin sin q cos cos 2aq cos cos sin sin= q φ + q φ − q φ q φ   (1-65) 

 
2 2 2 2

x x 0 0 0 0
2 2

0 0

c s a cos cos sin q sin cos sin

aq cos sin sin aq cos sin cos

= − q φ φ + q φ φ

+ q q φ − q q φ
  (1-66) 

 
2 2 2 2

y y 0 0 0 0

2 2
0 0

c s a sin cos sin q cos sin cos

aq cos sin sin aq cos sin cos

= − q φ φ + q φ φ

− q q φ + q q φ
  (1-67) 

 
2 2 2 2

x y 0 0

2 2
0 0 0 0

c c a cos sin cos q cos sin sin

aq cos cos sin aqsin cos sin

= q q φ − q q φ

+ q φ φ − q φ φ
  (1-68) 

 
2 2 2 2

x y 0 0

2 2
0 0 0 0

s s a cos sin sin q cos sin cos

aq cos cos sin aqsin cos sin

= q q φ − q q φ

− q φ φ + q φ φ
  (1-69) 

 
2 2

x y 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0

c s a cos sin cos sin q cos sin cos sin

aq cos cos aqsin sin

= − q q φ φ − q q φ φ

+ q φ + q φ
  (1-70) 
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2 2

y x 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0

c s a cos sin cos sin q cos sin cos sin

aq cos sin aq sin cos

= − q q φ φ − q q φ φ

− q φ − q φ
  (1-71) 

同时，我们注意到有如下的不变量关系 

 2 2 2 2 2 2
1 x x y yI c s c s a q= + + + = +   (1-72) 

 ( )2 2 2 2 2 2
2 x x y yI c s c s a q cos 2= + − − = − q   (1-73) 

 ( )2 2 2 2 2 2
3 x x y y 0I c s c s a q cos 2= − + − = − φ   (1-74) 

 ( )4 x y y xI 2 c s c s 2aq= − =   (1-75) 

 ( ) ( )2 2
5 x y x yI 2 c c s s a q sin 2= + = − q   (1-76) 

 ( ) ( )2 2
6 x x y y 0I 2 c s c s a q sin 2= + = − − φ   (1-77) 

小结 

当已知受迫振动的稳态解参数（即 xc 、 xs 、 yc 和 ys ），依据这些公式，可以迅

速地求解相对应的正则解参数 

 

( )
( )

2 2
1 1 4

2 2
1 1 4

5

2

6
0

3

1a I I I
2
1q I I I
2

I1 arctan
2 I

I1 arctan
2 I

= + −

= − −

 
q =  

 
 

φ = −  
 

  (1-78) 

1.5 Lynch 平均法 

1.5.1 Lynch 动力学方程及其稳态解 

1995 年，Lynch 在一份技术报告中提出了用于描述双自由度振动式陀螺的通

用动力学方程和用于近似求解方程的平均法。方程考虑了刚度主轴的偏转、阻尼

主轴的偏转、两主轴刚度和阻尼的不一致等因素。由于 Lynch 的报告过于简略抽
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象，且大量采用了复数记法和运算，我们将结合前面几节介绍的内容，将其进一

步充实并相应地给出矩阵记法和运算，以益于读者理解及后续内容的介绍。 

 

图-1 通用双自由度振动陀螺模型 

我们将质量块的矢径和受到的外力分别记作 

 x

y

fx
;  

fy
  

= =   
   

z f   (1-79) 

我们略去推导过程（注：参考 Lynch 报告），直接给出动力学方程为 

 
( )

( )

3 1 2

2 2
3 1 2

1 1 12 cos 2 sin 2 ik
2

k cos 2 sin 2 ik

τ τ

ω ω

  + + ∆ θ + θ − Ω  τ τ  
′ + ω − Ω −ω∆ω θ + θ − Ω = 

z σ σ σ z

σ σ σ z f

 



  (1-80) 

其中 

 

2 2
2 1 2

1 2

2 2
1 2

1 2

1 1 1 1;  
2 2

1 1 1;  
2

 ω +ω
ω = = + τ τ τ 

ω −ω  ω∆ω = ∆ = − τ τ τ 

  (1-81) 

为简化的参数记号，其中 1ω 和 2ω 为两刚度主轴的自然频率， 1τ 和 2τ 为两阻尼主轴

的耗散特征时间， ωθ 和 τθ 为刚度主轴和阻尼主轴的偏转角，具体定义请参考图-1。
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此外，方程中还引入了 Pauli 常数矩阵 

 1 2 3

0 1 0 i 1 0
,  ,  

1 0 i 0 0 1
−     

= = =     −     
σ σ σ   (1-82) 

和增益常数k和 k′。（注：方程中的标量默认已乘以单位矩阵 I ） 

为了求解方程(1-80)，Lynch 假设 1ω 和 2ω 非常近似于ω，且假设系统在频率为

ω的简谐激励下，稳态响应的幅值和相位在周期 2π ω内随时间的变化十分缓慢

（即慢变量假设）。Lynch 引入了频率为ω，初始相位为φ简谐载荷。 

 ( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( )

c s

c s

x xi t t

y y

f cos t t f sin t t
Re t e

f cos t t f sin t t
− ω +f  

 ω + f + ω + f      = =  
ω + f + ω + f        

f F   (1-83) 

其中 

 c s

c s

x x

y y

f if

f if

+ 
=  

+  
F   (1-84) 

从第一节和第二节关于稳态解的讨论，我们可知稳态解具有如下形式 

 ( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( )

x xi t t

y y

c cos t t s sin t t
Re t e

c cos t t s sin t t
− ω +φ  

 ω + φ + ω + φ      = =  
ω + φ + ω + φ        

z C   (1-85) 

其中 

 x x

y y

c is
c is
+ 

=  + 
C   (1-86) 

在 Lynch 的报告中，基于慢变量假设对动力学方程进行了简化，但并没有给

出简化的过程，我们在这里进行详细的推导。首先，我们给出速度和加速度的表

达式 

 ( ) ( ) ( )i t i tRe e i e− ω +φ − ω +φ = − ω+ φ z C C 

   (1-87) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2i t i t i t i tRe e 2i e e i e− ω +φ − ω +φ − ω +φ − ω +φ = − ω+ φ − ω+ φ − φ  
z C C C C     

   (1-88) 

将方程(1-83)、方程(1-85)、方程(1-87)和方程(1-88)代入(1-80)，并略去离心力项
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和角加速度项，可得 

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 1 2

2
3 1

2 i t

3 1 2

2
3 1

1 1 12 cos 2 sin 2 ik
2

cos 2 sin 2

2i i e

1 1 12 cos 2 sin 2 ik i
2

cos 2 sin

tt

ω ω

− ω +φ

tt

ω

  + + ∆ θ + θ − Ω  tt   
 + ω −ω∆ω θ + θ = 

⇒

 − ω+ φ + ω+ φ − φ  
    + + ∆ θ + θ − Ω − ω+ φ    tt   

+ ω −ω∆ω θ +

z σ σ σ z

σ σ z φ

C C C C

σ σ σ C C

σ σ

 

     

 

( )2 ω θ = C F

  (1-89) 

在方程(1-89)中，由于假设幅值和相位变化缓慢，即  

 1; 1; 1; 1<< << φ << φ <<C C      (1-90) 

Lynch 进一步略去了包含二阶导数C和φ的所有项，以及包含C 和φ的高阶项，最后

只剩下 2i− ωC项和 2− ω φC项。因此，简化后的动力学方程为 

 ( )

( )

2

3 1 2

2
3 1

2i 2

1 1 12i cos 2 sin 2 ik
2

cos 2 sin 2

τ τ

ω ω

− ω − ω − ωφ

  − ω + ∆ θ + θ − Ω  τ τ  
 + ω −ω∆ω θ + θ = 

C C C

C σ σ σ

σ σ C F

 

  (1-91) 

在方程(1-91)两边同时除以 2i− ω，可得 

 
( )

( )

3 1 2

3 1

1 1 1i cos 2 sin 2 ik
2

i cos 2 sin 2
2 2i

τ τ

ω ω

  − φ + + ∆ θ + θ − Ω  τ τ  
 + − ∆ω θ + θ =  − ω 

C C C σ σ σ

Fσ σ C

 

  (1-92) 

最后，方程(1-92)记为以下简单的形式 

 i
2

+ ⋅ =
ω

C Γ C F   (1-93) 

其中 
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( )

( )

3 1 2

3 1

1 1 1 cos 2 sin 2 ik
2

ii cos 2 sin 2
2

τ τ

ω ω

 = + ∆ θ + θ − Ω τ τ 

− φ− ∆ω θ + θ

Γ σ σ σ

σ σ

  (1-94) 

为了后续计算的方便，我们简要介绍 Pauli 矩阵的一些性质，读者可以自行

验证。 

性质（1） 2
2 =σ I  

性质（2） 

 

( ) ( )2
2 3i

2 2 2

2 3
2 2

2

1 1e i i i ...
2! 3!

1 11 ... i i ...
2! 3!

cos i sin
cos sin
sin cos

θ = + θ+ θ + θ +

   = − θ + + θ− θ +      
= θ + θ

θθ  
=  − θθ  

σ I σ σ σ

I σ σ

I σ
 

性质（3） ( ) ( )2 2 2
1 Ti i ie e e
−θθ  − θ= =σ σ σ  

性质（4） 1 3 2i=σ σ σ  

  利用 Pauli 矩阵的性质，可以简化Γ为以下形式 

 2 22i 2i
3 2 3

1 1 1 ie ik i e
2 2

τ ωθθ  = + ∆ − Ω − φ− ∆ω τ τ 
σ σΓ σ σ σ   (1-95) 

1.5.2 正则解参数的估计和不变量 

在第三节和第四节中，我们介绍了陀螺动力学方程的正则解及其与稳态解之

间的关系，并考虑了离心力的影响。在此，为了与 Lynch 的简化动力学方程一致，

我们略去离心力效应，并证明正则解的形式不变。已知对于全对称的理想振动，

动力学方程为 

 2 0′ ′+ ω =z z   (1-96) 
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正则解为 

 ( )
( )

a cos tx cos sin
qsin ty sin cos

′′ ′ ′ ω + φ q − q   ′ = =      ′′ ′ ′ ω + φq q     
z   (1-97) 

其中 a 、 q 、 ′θ 和 ′φ 可由四个初始条件确定。此时，当引入转动后，即旧坐标系

O x y z′ ′ ′− 转动至新坐标系O xyz− ，设此时转角为 tΩ ，正则解(1-97)在新坐标系中则

可以表示为 

 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

x cos t sin t
y sin t cos t

a cos tcos t sin t cos sin
qsin tsin t cos t sin cos

cos t sin t a cos t
sin t cos t q sin t

cos sin
sin co

Ω Ω    ′= = =   − Ω Ω   
′′ ′ ω + φ Ω Ω q − q   

=      ′′ ′ ω + φ− Ω Ω q q     
′ ′ ′q −Ω − q −Ω ω +φ   

=    ′ ′ ′q −Ω q −Ω ω +φ   
q − q

=
q

z z

( )
( )

a cos t
q sin ts

′ω + φ  
   ′ω + φq   

  (1-98) 

可见，式(1-98)和式(1-57)的形式一致。 

正则运动因其适用于角度测量是全角陀螺的理想运动（从控制学角度也称为

目标运动），研究陀螺动力学的任务之一是从动力学分析中找出实现目标运动的

控制方法，而不仅仅是建立测量原理。我们从正则解(1-98)和稳态解(1-85)的比较

出发，首先将式(1-98)重新写为 

 ( )2 i t 'i
0Re(e e )− ω +φ− θ= σz z   (1-99) 

其中 

 0

a
iq
 

=  
 

z   (1-100) 

令正则解(1-99)等于稳态解(1-85)，则有 

 2i i
0e e− θ δφ= σC z   (1-101) 

19 
 



2022  MEMS 陀螺动力学理论和数值模拟技术 江衍辉 

其中 

 ′δφ = φ−φ   (1-102) 

我们在第四节中采用矩阵记法和运算已经讨论了正则解与稳态解之间的关系，建

立这种关系的意义在于通过实际中容易测量的稳态解参数（即 xc 、 xs 、 yc 和 ys ）

估计正则解参数（即 a 、q、θ和 ′φ ），以便于控制。我们注意到在 Lynch 的报告

中只给出了结果，而没给出推导过程，因此，我们基于式(1-101)将推导过程整理

如下： 

(1) TE = ⋅C C （注：波浪线表示取复数共轭） 

 

( ) ( ) ( )2 2

x x 2 2 2 2
x x y y x x y y

y y

TT Ti ii T i i T i 2 2
0 0 0 0

c is
c is c is c s c s

c is

e e e e e e a q− q − q− δφ δφ − δφ δφ

+ 
 − − = + + +   + 

= = +σ σz z z z 

  

因此 

 2 2 2 2 2 2
x x y yE c s c s a q= + + + = +   (1-103) 

(2) T
2Q = ⋅ ⋅C σ C  

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) [ ]

2 2

x x
x x y y

y y

x y x y x y x y x y x y x y x y

x y
x y y x

x y

TT i ii T i
0 2 0

Ti T i
0 2 0

c is0 i
c is c is

c isi 0

i c c s s i s c c s i c c s s i s c c s

c c
2 c s c s 2det

s s

e e e e

0 i a
e e a iq

i 0 iq

− q − q− dφ dφ

− dφ dφ

+−   
 − −     +   

   = − + − − + + + −   
 

= − =  
 

−  
= = −   

  

σ σz σ z

z σ z



 2aq
=



  

因此 
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 ( )x y y xQ 2 c s c s 2aq= − =   (1-104) 

(3) T
3R = ⋅ ⋅C σ C  

 
( ) ( ) ( )

[ ]

[ ]

2 2

x x 2 2 2 2
x x y y x x y y

y y

TT Ti ii T i i T i
0 3 0 0 3 0

c is1 0
c is c is  c s c s

c is0 1

e e e e e e

cos sin 1 0 cos sin a
a iq

sin cos 0 1 sin cos iq

cos 2 sin 2
a iq

− q − q− δφ δφ − δφ δφ

+  
 − − = + − −    +−   

=

q q q − q       
= −        − q q − q q       

q − q
= −

−

σ σz σ z z σ z 

( )2 2

a
sin 2 cos 2 iq

a q cos 2

   
   q q   

= − q

  

因此 

 ( )2 2 2 2 2 2
x x y yR c s c s a q cos 2= + − − = − q   (1-105) 

(4) T
1S = ⋅ ⋅C σ C  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

[ ]

2 2

x x
x x y y

y y

x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

TT i ii T i
0 1 0

c is0 1
c is c is  

c is1 0

c c s s i s c c s c c s s i s c c s

2 c c s s

e e e e

cos sin 0 1 cos sin a
a iq

sin cos 1 0 sin cos i

− q − q− δφ δφ

+  
 − −     +   
   = + − − + + + −   

= +

q q q − q     
= −      − q q q q     

σ σz σ z

[ ]

( )2 2 2 2

q

sin 2 cos 2 a
a iq

cos 2 sin 2 iq

a sin 2 q sin 2 a q sin 2

 
 
 

q q   
= −    q − q   

= q− q = − q

  

因此 

 ( ) ( )2 2
x y x yS 2 c c s s a q sin 2= + = − q   (1-106) 

(5) TL = ⋅C C  
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 ( )

( ) ( )

[ ] ( )

2 2

x x
x x y y

y y

2 2 2 2
x x x x y y y y

2 2 2 2
x x y y x x y y

TT i ii T i T 2i
0 0 0 0

2i 2 2 2i

c is
c is c is  

c is

c s 2c s i c s 2c s i

c s c s 2i c s c s

e e e e e

a
a iq e a q e

iq

− q − qδφ δφ δφ

δφ δφ

+ 
 + +    + 
   = − + + − +   

= − + − + +

=

 
= = − 

 

σ σz z z z

  

因此 

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2i
x x y y x x y yL c s c s 2i c s c s a q e δφ= − + − + + = −   (1-107) 

(6) T
3M = ⋅ ⋅C σ C  

 

( )

( ) ( ) ( )

[ ]

[ ]

2 2

x x
x x y y

y y

2 2 2 2
x x y y x x y y

TT Ti ii T i i T i
0 3 0 0 3 0

c is1 0
c is c is  

c is0 1

c s c s 2i c s c s

e e e e e e

cos sin 1 0 cos sin a
a iq

sin cos 0 1 sin cos iq

cos 2
a iq

− q − qδφ δφ δφ δφ

+  
 + +     +−   

= − − + + −

=

q q q − q       
=        − q q − q q       

q −
=

σ σz σ z z σ z

( )2 2 2isin 2 a
a q cos 2 iaqsin 2 e

sin 2 cos 2 iq
δφq     = + q− q     − q q   

  

因此 

 
( )

( )

2 2 2 2
x x y y x x y y

2 2 2i

M c s c s 2i c s c s

a q cos 2 iaqsin 2 e δφ

= − − + + −

 = + q− q 
  (1-108) 

(7) T
1N = ⋅ ⋅C σ C  
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

[ ]

2 2

x x
x x y y

y y

x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y

TT Ti ii T i i T i
0 1 0 0 1 0

c is0 1
c is c is  

c is1 0

c c s s i s c c s c c s s i s c c s

2 c c s s 2i s c c s

e e e e e e

cos sin 0 1
a iq

sin cos 1 0

− q − qδφ δφ δφ δφ

+  
 + +     +   
   = − + + + − + +   

= − + +

=

q q   
=   − q q   

σ σz σ z z σ z

[ ] ( )2 2 i2

cos sin a
sin cos iq

sin 2 cos 2 a
a iq a q sin 2 2iaq cos 2 e

cos 2 sin 2 iq
δφ

q − q   
    q q   

q q     = = − q+ q     q − q   

  

因此 

 
( ) ( )
( )

x y x y x y x y

2 2 i2

N 2 c c s s 2i s c c s

a q sin 2 2iaq cos 2 e δφ

= − + +

 = − q+ q 
  (1-109) 

小结 

对照第四节，通过对比我们可以建立如下等式 

 ( ) ( )1 4 2 5 3 6E I ;Q I ;R I ;S I ;Re L I ; Im L I= = = = = = −   

1.5.3 正则解参数的演化 

我们介绍了稳态解参数（即 xc 、 xs 、 yc 和 ys ）与正则解参数（即a 、q、θ和 δφ）

之间的关系，同时介绍了与这些参数相关的较为重要的五个不变量（即E、Q、R 、

S和L），因此，我们可以根据需要选择不同的参数确定系统的状态，并且实现不

同参数间的相互转换。我们已经知道了稳态解参数的动力学方程，而对正则解参

数的动力学还不明了，一个自然的思路便是将式(1-101)代入动力学方程(1-93)中，

以检查正则解参数的演化规律。首先，基于式(1-101)，我们计算 

 
2 2 2

2

i i ii i i
2 0 0 0

i i
2 0 0 0

e i e e e ie e

e i i e

− θ − θ − θδφ δφ δφ

− θ δφ

= − θ+ + δφ

 = − θ + + δφ 

σ σ σ

σ

C σ z z z

σ z z z

  



 



  (1-110) 
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并将式(1-101)和式(1-110)代入方程(1-93)，可得 

 

2 2

2 2 2

i ii i
2 0 0 0 0

i i ii
0 2 0 0 0

ie i i e e e
2

ii i e e e e
2

− θ − θδφ δφ

θ − θθ − δφ

 − θ + + δφ + =  ω
⇒

− θ + δφ + =
ω

σ σ

σ σ σ

σ z z z Γ z F

z σ z z Γ z F

 



 



  (1-111) 

注意 

 

( ) ( )

22 2 2 2

22 2 2 2

2 2

2ii i i i
3

2ii i i i
2 3

2i 2i
3 2 3

1 1 1e e e e e
2

ie ik e i e e e
2

1 1 1 ie ik i e
2 2

τ

ω

τ ω

θθ − θθ  − θ

θθ − θθ  − θ

− θ−θ − θ−θ

 = + ∆ τ τ 

− Ω − φ− ∆ω

 = + ∆ − Ω − φ− ∆ω τ τ 

σσ σ σ σ

σσ σ σ σ

σ σ

Γ σ

σ σ

σ σ σ





  (1-112) 

其中 

 

( )

22 22ii i
3e e e

cos 2 sin 2cos sin 1 0 cos sin
sin 2 cos 2sin cos 0 1 sin cos

cos 2 sin 2cos sin cos sin
sin 2 cos 2sin cos sin cos

cos 2 2 si

τθθ − θ

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

τ

θθ θθθ   − θ      
=       − θθ − θθ  − θθ       

θθ θθθ   − θ    
=     θ − θ− θθθθ       

θ − θ −
=

σσ σσ

( )
( ) ( )

( )22i
3

n 2 2
e

sin 2 2 cos 2 2
τ− θ−θτ

τ τ

θ − θ 
= − θ− θ − θ− θ 

σσ

  (1-113) 

且 

 

2 2i i
2

2

e e
cos sin 0 i cos sin
sin cos i 0 sin cos

cos sin 0 i cos sin
sin cos i 0 sin cos

0 i
i 0

θ − θ

θθ  − θ − θ     
=      − θθθθ        

θθ  − θ − θ     
=      − θθθθ        

− 
= = 
 

σ σσ

σ

  (1-114) 

将式(1-112)代回方程(1-111)，进一步简化并整理为矩阵形式可得 
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( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2i i ii
0 2 0 0 0

ii i e e e e
2

1i ka a
iq 1 iqk i

cos 2 sin 2 a1 1
sin 2 cos 2 iq2

cos 2 sin 2i
si2

q − q q− δφ

τ τ

τ τ

ω ω

− q + δφ + =
ω

⇒

 δφ−φ + −q− Ω    τ+     
    q + Ω δφ−φ + τ 

q− q − q−q    + ∆     − q−q − q−qτ    
q − q − q−q

− ∆ω
−

σ σ σz σ z z Γ z F 



  





  

( ) ( )
x ai i

y q

a
n 2 cos 2 iq

F Fcos sini ie e
F Fsin cos2 2

ω ω

− δφ − δφ

   
   q − q − q−q   

q q     
= =    − q qω ω     

  (1-115) 

注意
c sx x xF f if= + ，

c sy y yF f if= + 为复载荷幅值， aF 和 qF 分别为复载荷幅值在谐振椭圆

轨道（注：以下简称轨道）的半长轴和半短轴上的投影。从方程组(1-115)中分别

列出两个方程（注意等式两边为复数） 

复数方程-1 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i
a

1a i a a iq k

1 1 1 1a cos 2 iq sin 2
2 2
i ia cos 2 iq sin 2
2 2

i e F
2

τ τ

ω ω

− δφ

+ δφ−φ + − q+ Ω
τ

   + ∆ q−q − ∆ q−q   τ τ   

− ∆ω q−q + ∆ω q−q

=
ω

  



  (1-116) 

复数方程-2 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i
q

1iq k a i iq

1 1 1 1a sin 2 iq cos 2
2 2
i ia sin 2 iq cos 2
2 2
i e F

2

τ τ

ω ω

− δφ

 + q+ Ω + δφ−φ + + τ 
   − ∆ q−q − ∆ q−q   τ τ   

+ ∆ω q−q + ∆ω q−q

=
ω

  



  (1-117) 
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更进一步，对复数方程-1，即方程(1-116)，令方程左右两边的实部和虚部分别相

等可以得到两个标量方程 

标量方程-1 

 
( ) ( )

i
a

1 1 1 1a cos 2 a qsin 2
2 2

iRe e F
2

τ ω

− δφ

  + + ∆ q−q − ∆ω q−q  τ τ  
 =  ω 



  (1-118) 

标量方程-2 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

i
a

i
a

1 1i a iq k iq sin 2
2

i ia cos 2 Im e F
2 2

1 1 1cos 2 a k sin 2 q
2 2

1Re e F
2

τ

− δφ
ω

ω τ

− δφ

 δφ−φ − q+ Ω − ∆ q−q τ 
 − ∆ω q−q =  ω 

⇒

    ′φ + ∆ω q−q + q+ Ω+ ∆ q−q    τ    
 = −  ω 

  

 

  (1-119) 

同理，从复数方程-2，即方程(1-117)可得出另外两个标量方程 

标量方程-3 

 
( ) ( )

i
q

1 1 1k sin 2 a cos 2 q
2 2

iRe e F
2

τ ω

− δφ

    ′q + Ω− ∆ q−q + φ − ∆ω q−q    τ    
 =  ω 

 

  (1-120) 

标量方程-4 

 
( ) ( )

i
q

1 1 1 1q sin 2 a cos 2 q
2 2

1Re e F
2

ω τ

− δφ

  + ∆ω q−q + − ∆ q−q  τ τ  
 =  ω 



  (1-121) 

以上，我们通过繁复的推导（Lynch 报告中省略），得到了 4 个正则解参数的

4 个动力学方程，即四个一阶常微分方程，结果整理如下 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i
a

i
q

i
q

1 1 1 1 ia cos 2 a sin 2 q Re e F
2 2 2

1 1 1 1 1q sin 2 a cos 2 q Re e F
2 2 2

1 1 1 ik sin 2 a cos 2 q Re e F
2 2 2

− δφ
τ ω

− δφ
ω τ

− δφ
τ ω

    + + ∆ q−q − ∆ω q−q =    τ τ ω    
    + ∆ω q−q + − ∆ q−q =    τ τ ω    

     ′q + Ω− ∆ q−q + φ − ∆ω q−q =    τ ω    





 

( ) ( ) i
a

1 1 1 1cos 2 a k sin 2 q Re e F
2 2 2

− δφ
ω τ










   

       ′φ + ∆ω q−q + q+ Ω+ ∆ q−q = −       τ ω      
 

 

 (1-122)  

我们注意到前两个方程分别给出了 a 和 q 的演化方程，结合后两个方程，可

以进一步得到 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2 i
q a

2 2 2 2 i
a q

1 1 1 ik a q sin 2 a q cos 2 2aq Re e F a iF q
2 2 2

1 1 1 1a q cos 2 a q sin 2 2aq Re e F a iF q
2 2 2

− δφ
τ ω

− δφ
ω τ

    q + Ω − − ∆ q−q + − ∆ω q−q = −   τ ω    


    ′φ − + ∆ω q−q + + ∆ q−q = − +    τ ω   





  (1-123) 

实际中，通过正交抑制回路可以保证 2 2a q≠ ，因此，可以进一步得到 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
i

q a2 2 2 2 2 2

2 2
i

a q2 2 2 2 2 2

a q 1 2aq ik sin 2 cos 2 Re e F a iF q
2 a q 2 a q 2 a q

a q 2aq 1 1cos 2 sin 2 Re e F a iF q
2 a q 2 a q 2 a q

− δφ
τ ω

− δφ
ω τ

  +    q+ Ω− ∆ q−q − ∆ω q−q = − τ− − ω −      


 +  ′  φ + ∆ω q−q + ∆ q−q = − +  τ− − ω −     





  (1-124) 

以上是关于正则解参数 a 、 q、θ和 ′φ 的动力学方程，（从控制论的角度，这

些正则解参数也称为状态变量，动力学方程就是状态演化方程）。此外，注意到

不变量E和Q的定义，可知 
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2 2

2 2 2 2

E a q
Q 2aq

E Q a q

= +
=

− = −

  (1-125) 

结合a 和q的演化方程，我们做状态变量的替换，可得  

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 i
a

2 i
q

2 2 i
a

1 1 1 1 i2aa cos 2 2a sin 2 2aq Re e F a
2 2

1 1 1 1 12qq sin 2 2aq cos 2 2q Re e F q
2 2

2 1 iE E cos 2 E Q Re e F a i

− δφ
τ ω

− δφ
ω τ

− δφ
τ

     + + ∆ q−q − ∆ω q−q =     τ τ ω     


     + ∆ω q−q + − ∆ q−q =     τ τ ω    
⇒

  + + ∆ q−q − = −  τ τ ω  





 ( )qF q 
  

 (1-126) 

和 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 i
a

2 i
q

2 2 i
q a

1 1 1 1 iaq cos 2 2aq sin 2 2q Re e F q
2 2

1 1 1 1 1qa sin 2 2a cos 2 2qa Re e F a
2 2

2 1Q Q sin 2 E Q Re e F a iF q

− δφ
τ ω

− δφ
ω τ

− δφ
ω

     + + ∆ q−q − ∆ω q−q =     τ τ ω     


     + ∆ω q−q + − ∆ q−q =     τ τ ω    
⇒

 + + ∆ω q−q − = + τ ω 







 (1-127) 

因此，结合上一小节，可以得到四个状态变量E、Q、θ和 ′φ 的演化方程，整理如

下 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 i
a q

2 2 i
q a

q ai

2 2 2 2 2 2

2 1 iE E cos 2 E Q Re e F a iF q

2 1Q Q sin 2 E Q Re e F a iF q

F a iF q1 1 E 1 Q ik sin 2 cos 2 Re e
2 2 2E Q E Q E Q

1 1
2

− δφ
τ

− δφ
ω

− δφ
τ ω

   = − −∆ q−q − + −   τ τ ω   
 = − −∆ω q−q − + + τ ω 

 − q = − Ω+ ∆ q−q + ∆ω q−q +   τ ω   − − − 

 ′φ = − ∆ τ 







 ( ) ( ) ( )a qi

2 2 2 2 2 2

F a iF qQ 1 E 1sin 2 cos 2 Re e
2 2E Q E Q E Q

− δφ
τ ω












 +
q−q − ∆ω q−q −  

ω − − −  

  (1-128) 
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其中 

 
( )
( )

2 2

2 2

1a E E Q
2
1q E E Q
2

= + −

= − −

  (1-129) 

1.5.4 Lynch 陀螺的 PI 控制 

给出正则解参数演化方程的意义在于建立状态变量和载荷之间的关系，以便

于解决控制问题。控制问题首先需要考虑的是控制目标, 对于 Lynch 陀螺，控制

目标为： 

    （1）幅值控制：使轨迹的半长轴长度a 等于给定值，也称为能量调节。 

    （2）正交控制：使轨迹的半短轴长度q为零，也称为正交抑制。 

    （3）锁相控制：使稳态等效参考信号的初始相位φ跟踪轨迹的初始相位 ′φ 。 

对于工作在力平衡模式的陀螺还需要考虑力平衡控制 

（4）力平衡控制：使轨迹的进动为零，也称进动抑制。 

（5）全角控制：跟踪轨迹的进动。 

其中，（4）和（5）需根据陀螺的工作模式二选其一，分别称为力平衡陀螺和全

角陀螺。 

针对以上控制目标，结合状态变量及其演化方程，可以采用反馈的方式实现

控制。反馈的前提是对状态变量实现有效的检测，一般的方式是通过对稳态解参

数（即 xc 、 xs 、 yc 和 ys ）的解调测量，再经过运算估计选定的状态变量的值，运

算中采用了前面介绍的不变量公式： 

（1）能量调节（Energy control） 

 2 2 2 2 2 2
x x y yE a q c s c s= + = + + +   (1-130) 
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    （2）正交抑制（Quadrature control） 

 ( )x y y xQ 2aq 2 c s c s= = −   (1-131) 

    （3）锁相跟踪（Locking phase control） 

 ( ) ( ) ( )2 2
x x y yIm L a q sin 2 2 c s c s= − δφ = +   (1-132) 

（4）进动抑制（pRoceSsion control） 

 ( ) ( )2 2
x y x yS a q sin 2 2 c c s s= − q = +   (1-133) 

  （5）进动角估计 

 ( )2 2 2 2 2 2
x x y yR c s c s a q cos 2= + − − = − q   (1-134) 

 1 Sarctan
2 R

 θ =  
 

  (1-135) 

    （6）相位差估计 

 ( )
( )

( )x x y y
2 2 2 2
x x y y

2 c s c sIm L
tan 2

Re L c s c s
+

δφ = =
− + −

  (1-136) 

进一步需要考虑控制律，即如何依据控制目标与测量反馈的差异施加载荷以

达到控制目标，这依赖于状态变量在外载荷作用下的演化方程。基于正交抑制条

件（即Q E<< ，q 1<< ）和缓慢变量条件（ 1′δφ = φ−φ << ），方程(1-128)可以近似为 

 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

as

qc

qs

ac

f E2 1E E cos 2 E

f E2Q Q sin 2 E

f1 1 1 Qk sin 2 cos 2
2 2 E 2 E

f1 1 Q 1sin 2 cos 2
2 E 2 2 E

τ

ω

τ ω

τ ω

 = − −∆ q−q − τ τ ω 

= − −∆ω q−q +
τ ω

 q = − Ω+ ∆ q−q + ∆ω q−q − τ ω 
 δf = f+ ∆ q−q + ∆ω q−q + τ ω 







 

  (1-137) 

其中用到了如下关系 
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( )
( )
( )
( )

c c

s s

c c

s s

ac a x y

as a x y

qc q x y

qs q x y

f Re F f cos f sin

f Im F f cos f sin

f Re F f sin f cos

f Im F f sin f cos

= = q+ q

= = q+ q

= = − q+ q

= = − q+ q

  (1-138) 

演化方程本质上是非线性的，从中我们看到了刚度轴偏转、阻尼轴偏转、频率差

和阻尼差等对状态变量的影响，因此，在理想的控制律中中需要根据演化方程采

用非线性补偿设计。在 Lynch 的报告中，为了简便，给出了实用的 PI 控制律，

并令 acf 0≡   

 

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )( )

t

as E 0 00
E

t

qc Q 0 00
Q

t

qs S 0 00
S

t

L 0 00
L

1f K E E E t E dt
2

1f K Q Q Q t Q dt
2

1f K S S S t S dt
2

1K Im(L) L Im L t L dt
2

 
′ ′= − + − t 

 
′ ′= − − + − 

t  
 

′ ′= − + − t 
 

′ ′f = − − + − t 

∫

∫

∫

∫

  (1-139) 

其中， 0E 、 0Q 、 0S 和 0L 为设定的控制目标量，E、Q、S和 ( )Im L 为测量反馈量，

EK 、 QK 、 SK 和 LK 为比例增益， Eτ 、 Qτ 、 Sτ 和 Lτ 为积分补偿时间。以上的控制律

同时适用于力平衡模式和全角模式，但对于全角模式，不需要对状态量S进行控

制。值得注意的是，当沿轨迹半长轴和半短轴无法施加载荷时，由式(1-138)可得 

 

c

c

s

s

x ac
qc

qcy

x as

qsy

f fcos sin sin
f

ff sin cos cos

f fcos sin
ff sin cos

  q − q − q    
= =      q q q       

  q − q   
=    q q     

  (1-140) 

据此，可以计算在驱动轴上的等效载荷。 

1.6 本章小结 
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    在这一章中，我们循序渐进地从微阻尼单自由度谐振系统开始介绍振动式陀

螺动力学中涉及的基本概念，而后研究了科氏力和离心力作用下的双自由度谐振

系统，探究了离心力对力平衡模式陀螺有效量程的限制及原因，探究了科氏力和

离心力作用下系统的正则运动，以及系统动力学方程稳态解参数和正则解参数之

间的关系，在此基础上，采用矩阵记法和矩阵运算重新诠释了 Lynch 平均法，并

证明了恒定转速下离心力项对动力学方程正则解形式无影响，最后介绍了 Lynch

通用振动式陀螺动力学系统的控制律，力求在有限的篇幅里尽量详细地介绍振动

式陀螺动力学及其在振动式陀螺控制中的应用。 
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第 2 章 MEMS 多环陀螺数值模拟技术 

 

2.1 结构参数化建模技术 

多环结构具有全对称性、良好的可加工性、良好的可控性和被证明的良好性

能，因此被选作 MEMS 振动式陀螺的检测质量块。在这一节中，我们介绍如何

对多环结构进行参数化建模，参数化建模的意义在于为后续多环结构的动力学分

析研究奠定基础，例如，为有限元分析提供网格依据等。为了研究的方便，我们

采用商业有限元前处理软件 ABAQUS/CAE 进行参数化建模，通过编写 Python

脚本实现多环结构的参数化，见图-2。 

 

图-2 多环结构 

在进行参数化建模之前，首先我们需要对建模中涉及的几何和物理量纲进行

约定： 

    （1）长度：微米（ mm ） 

    （2）时间：毫秒（ms） 
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（3）质量：微克（ gµ ） 

（4）电压：毫伏（mV） 

    （5）密度：微克每立方微米（ 3g mm m ），与标准国际单位制的转换 

 3 9 18 3 9 31kg / m 10 g 10 m 10 g m−= m m = m m   (2-1) 

（6）力：纳牛（nN） 

 
( )22 9 6 3

9 2

9

1N 1kg m / s 10 g 10 m / 10 ms

10 g m / ms
10 nN

= ⋅ = m ⋅ m

= m ⋅m

=

  (2-2) 

    （7）应力：千帕（KPa） 

 2 9 12 2 3 21Pa 1N / m 10 nN /10 m 10 nN / m−= = m = m   (2-3) 

（8）电容：纳法（nF） 

 

2 6 2 2

9 9 2 2

N V 10 F / m mv F / m mv

nN 10 N 10 F / m mv nF / m mv− −

ε ⋅ ⋅ m ⋅
⇒

m ⋅ m ⋅

−−− 

−−− 

  (2-4) 

陀螺材料默认采用各向同性硅材料，材料行为近似为线弹性，有如下材料参

数： 

    （1）杨氏模量： 6E 190 10 KPa= ×  

    （2）泊松比： 0.278υ =  

    （3）密度： 6 32.3 10 g m−ρ = × m m  

（4）真空介电常数： 98.864 10 nF / m−ε = × m   

（5）剪切模量： ( )E 2 1 74.34KPaµ = + υ =   

    （6）体积模量： ( )2E 1 57.24KPaκ = υ − υ =  

在结构设计中，主要考虑了多环结构的以下几何特征，并进行了参数化： 
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（1）多环外径: b   

（2）多环内径: a   

（3）环数: Ringn   

（4）辐条数: Spoken   

（5）环/辐条宽度: Ring Spoked ,  d   

 

图-3 相对于图-2 中的设计，（a）增加了辐条数（b）增加了环数（外环半径不变）（c）减小了环/辐条

宽度。 

2.2 基于有限元法的旋转结构模态分析 

    在结构参数化建模的基础上，为了对具有不同结构参数的多环结构进行模态

分析和特征频率计算，同时研究转速对多环结构模态特征的影响，我们基于

Matlab 开发了基于有限元法的结构模态分析程序。 

    2.2.1 有限元法 

    由于多环陀螺的厚度相对较小，采用平面应力状态假设；由于硅材料行为近

似为线弹性，采用胡克应力-应变假设。我们以多环陀螺的中心为原点建立笛卡

尔坐标系 ( )1 2X ,X ，并设位移场矢量为 

 1

2

u
u
 

=  
 

u   (2-5) 
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则应变场矢量为 

 

1

1
11

2
22

2
12

1 2

2 1

u
X
u
X

u u
X X

 ∂
 ∂ ε 
 ∂ = ε =    ∂  γ   ∂ ∂

+ 
∂ ∂ 

ε   (2-6) 

应力场矢量为 

 
( )

11 11

22 222

12 12

1 0
E 1 0

1
0 0 1 2

σ υ ε    
    = σ = υ ε = ⋅    − υ     σ − υ γ    

σ C ε    (2-7) 

从弹性理论知，当略去体力时，平衡方程的强形式为 

 ∇⋅ = ρ = ρσ u a   (2-8) 

注意，其中a为加速度矢量，σ为应力张量。我们考虑采用有限元法求解方程(2-8)， 

因此，由虚功原理导出其对应的弱形式为 

 
V V

dV+ dV=0ρ ⋅d ⋅d∫ ∫a u σ ε    (2-9) 

其中δu为任意的虚位移场矢量，δε为由其导出的虚应变场矢量。为了计算的准确，

我们采用具有二阶精度的 8 节点奇异单元，见图-4 

 
图-4 二阶 8 节点奇异单元 

单元的形状函数为 
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( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

1

2

3

4

2
5

2
6

2
7

2
8

1 1 1 1
4
1 1 1 1
4
1 1 1 1
4
1 1 1 1
4
1 1 1
2
1 1 1
2
1 1 1
2
1 1 1
2

ϕ = −ξ −η − −ξ −η

ϕ = + ξ −η − + ξ −η

ϕ = + ξ +η − + ξ +η

ϕ = −ξ +η − −ξ +η

ϕ = −ξ −η

ϕ = + ξ −η

ϕ = −ξ +η

ϕ = −ξ −η

  (2-10) 

因此，在单元内，对位移场矢量的分量可以通过插值得到 

 
( )

( )

8
N

1 N 1
N 1

8
N

2 N 2
N 1

u , u

u , u

=

=

= ϕ ξ η

= ϕ ξ η

∑

∑
  (2-11) 

为了在计算中使用矩阵运算，我们定义如下矩阵 

 NN

N

0
,  N 1,2,...,8

0
ϕ 

= = ϕ 
N   (2-12) 

因此，我们有如下单元内位移场关于节点位移插值的矩阵关系 

 

1
1
1
2
2
1
2

1 1 2 8 2
e

2

8
1
8
2

u
u
u

u u
...

u .
.

u
u

 
 
 
 
 

    = = = ⋅        
 
 
 
  

u N N N N u   (2-13) 

其中， eu 为节点位移矢量，N 为位移矩阵。更进一步，为了使用等参单元技术，

类似的，对坐标矢量场进行插值，我们得到 
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1
1
1
2
2
1
2

1 1 2 8 2
e

2

8
1
8
2

X
X
X

X X
...

X .
.

X
X

 
 
 
 
 

    = = = ⋅        
 
 
 
  

X N N N N X   (2-14) 

其中， eX 为节点坐标矢量。 

为了计算与位移场梯度有关的应变场，我们计算形状函数的导数，并整理为

以下矩阵形式 

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

7 7

8 8

1 11 2 1 2
4 4
1 11 2 1 2
4 4
1 11 2 1 2
4 4
1 11 2 1
4 4

∂ϕ ∂ϕ 
 ∂ξ ∂η −η ξ +η −ξξ  + η 
∂ϕ ∂ϕ 
  −η ξ −η + ξ −ξ + η∂ξ ∂η 
∂ϕ ∂ϕ 
  + η ξ +η + ξξ  + η∂ξ ∂η 
∂ϕ ∂ϕ 

+ η ξ −η −ξ ∂ξ ∂η = =
∂ϕ ∂ϕ 
 ∂ξ ∂η 
∂ϕ ∂ϕ 
 ∂ξ ∂η 
∂ϕ ∂ϕ 
 ∂ξ ∂η 
 ∂ϕ ∂ϕ
 ∂ξ ∂η 

H
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

2

11 1
2

1 1 1
2

11 1
2

1 1 1
2

 
 
 
 
 
 
 
 
 

−ξ + η 
 
 

−ξ −η − −ξ 
 
 −η − + ξ η 
 
 −ξ −η −ξ
 
 
 − −η −η −ξ
    (2-15) 

在此基础上，我们可以进一步计算雅克比矩阵 

 
1 2 8
1 1 1
1 2 8
2 2 2

X X ... X
X X ... X
 

= ⋅ 
 

J H   (2-16) 

和梯度矩阵 

 1−= ⋅Γ H J   (2-17) 
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为了在计算中使用矩阵运算，我们定义如下矩阵 

 
N1

N
N2

N2 N1

0
0 ,  N 1,2,...,8
Γ 
 = Γ = 
 Γ Γ 

B   (2-18) 

因此，我们可以计算应变场矢量为 

 

1
1
1
2
2
1

xx 2
1 2 8 2

yy e

xy

8
1
8
2

u
u
u
u

...
.
.

u
u

 
 
 
 

 e  
    = e = =     
   γ   

 
 
  

ε B B B Bu   (2-19) 

其中，B为应变矩阵。 

我们现在考虑加速度的计算，并将旋转效应纳入其中，我们有 

 
( ) ( )
( ) ( )

2
1 1 2 2 2 1 1

2
2 2 1 1 1 2 2

2 2

a u X u 2 u X u
a u X u 2 u X u

2

 −Ω + − Ω −Ω + 
= =    +Ω + + Ω −Ω +   
= + Ω ⋅ +Ω ⋅ +Ω ⋅ −Ω −Ω

a

u R u R u R X u X



 



 

 

 

  (2-20) 

其中 

 0 1
1 0

− 
=  
 

R   (2-21) 

至此，我们将式(2-13)、(2-14)、(2-19)和(2-20)代入方程(2-9)中，可以得到 

 

T T
e eV V

T T
e eV V

2 T 2 T
e eV V

T
eV

dV 2 dV

dV + dV

dV dV

dV 0

ρ ⋅ ⋅ + ρΩ ⋅ ⋅ ⋅

+ ρΩ ⋅ ⋅ ⋅ ρΩ ⋅ ⋅ ⋅

− ρΩ ⋅ ⋅ − ρΩ ⋅ ⋅

+ ⋅ ⋅ ⋅ =

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫

N N u N R N u

N R N u N R N X

N N u N N X

B C B u

 

 

  (2-22) 

或整理为如下形式 

 2 2Ω Ω ΩΩ Ω
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = +M u C u K u K u K u f f

 

 e e e e eρ e   (2-23) 
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其中 

 T

V
dVρ = ρ ⋅∫M N N   (2-24) 

 T

V
2 dVΩ = ρΩ ⋅ ⋅∫C N R N   (2-25) 

 T

V
dVΩ = ρΩ ⋅ ⋅∫K N R N



   (2-26) 

 2
2 T

V
dV

Ω
= − ρΩ ⋅∫K N N   (2-27) 

 T

V
dVε = ⋅ ⋅∫K B C B   (2-28) 

 T
eV
dVΩ = − ρΩ ⋅ ⋅ ⋅∫f N R N X



   (2-29) 

 2
2 T

eV
dV

Ω
= ρΩ ⋅ ⋅∫f N N X   (2-30) 

进一步的简化记法为 

 e e e e eρ Ω⋅ + ⋅ + ⋅ =M u C u K u f    (2-31) 

其中 

 2e eΩ Ω
= + +K K K K



  (2-32) 

 2e Ω Ω
= +f f f



  (2-33) 

小结 

在这一小节，我们提出了可以描述旋转效应的平面应力有限元法的公式，在

单元层面建立了平衡方程的离散形式，通过标准化的有限元组装过程，可以建立

结构总体层面平衡方程的离散形式，为后续的结构模态分析奠定基础。 

2.2.2 结构模态分析算法 

这一小节将介绍我们提出的结构模态分析算法。在 2.2.1 节的基础上，我们

考虑结构总体层面平衡方程的离散形式 

 0⋅ + ⋅ + ⋅ =M u C u K u    (2-34) 
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基于此求解恒定转速下的结构模态，因此，在组装的过程中，略去单元方程方程

(2-31)中的角加速度项Ω 和外力项 ef 。 

假设解的形式为 

 ( ) ( )c scos t sin t= ω + ωu u u   (2-35) 

将其代入方程(2-34)，可得 

 

2
c

2
s

0

0

 −ω ω  
=   −ω −ω   

⇒

⋅ =

uK M C
uC K M

K u   (2-36) 

因此，方程(2-36)非平凡解的存在要求矩阵K的行列式为零，即 

 0=K   (2-37) 

方程(2-37)的解 nω 称为结构的自然频率，对应的u称为结构的模态向量。 

    尽管以上介绍的方法从理论上很好理解，但在实际计算中却很困难，尤其当

矩阵K的阶数很大时，计算甚至是不可能的，因此，必须考虑其他的方法进行计

算，我们提出以下算法： 

    （1）第一步，我们令 

  
=  
 

u
s

u
  (2-38) 

因此，由方程(2-34)，我们可以得到 
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1

0 0
0

0

0

−

−   
+ =   

   
⇒
⋅ + ⋅ =

⇒

= − ⋅ ⋅
⇒
= − ⋅

I I
s s

M K C

N s D s

s N D s

s A s









  (2-39) 

其中， I 是单位矩阵，其阶数等于系统自由度数，即u的维数。 

（2）第二步，我们令 

 te−λ=s ξ   (2-40) 

并将其代入方程(2-39)，得到 

 ⋅ =A ξ ξλ   (2-41) 

注意到，方程(2-41)对应典型的特征值问题。此时，我们已经将求解高阶矩阵行

列式的特征多项式问题，即求解方程(2-37)，转换为了求解标准的特征值问题。 

（3）第三步，我们进一步采用 Lanczos 算法、带位移-QL 算法等高效的特征

值算法对方程(2-41)进行求解。 

（4）第四步，从解得的λ和ξ计算自然频率 nω 和模态向量u。注意到从方程

(2-41)解得的λ和ξ都是复数或复数向量，且以共轭对的形式出现，即若特征值λ和

其对应的特征向量ξ使方程(2-41)成立，则其共轭对λ和 ξ也是方程的解，即有如

下关系 

 

( )

( ) ( )

= =

= λ = λ

⇒

= λ

~

~ ~

Aξ Aξ Aξ

Aξ ξ ξ

Aξ ξ

 



 

  (2-42) 

因此，我们可知 ( ) ( )n Im Imω = λ = λ 。若令 
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 n

n

i

i

λ = α + ω

λ = α − ω

  (2-43) 

由模态叠加可知，对应于自然频率 nω ，我们可以从如下的特征向量中求得模态信

息 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

n ni t i tt t

t
n n

t
n n

t
n n

e e e e

Re i Im cos t i sin t e

Re i Im cos t i sin t e

2 Re cos t Im sin t e

ω − ωα α

α

α

α

= +

= + ω + ω  
+ − ω − ω  
= ω − ω  

s ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ



  (2-44) 

参照方程(2-35)和定义(2-38)，可以很快地计算得到模态向量u。 

 

( )
( )

( )
( )

t
c

t
s

t
c

t
s

2e Re

2e Im

2e Re

2e Im

α

α

α

α

=

= −

⇒

    = =   −   

u ξ

u ξ

ξu
u

u ξ

  (2-45) 

其中， ξ为ξ的前一半元素构成的向量。 

将式(2-45)代入式(2-35)，可得对应于自然频率 nω 的模态为 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t
n n

2 2t
n

2e Re cos t 2e Im sin t

2e Re Im cos t

α α

α

= ω − ω

 = + ω + φ 

u ξ ξ

ξ ξ ξ
  (2-46) 

其中， ( ) ( ) ( )arctan Im Re φ =  ξ ξ ξ （注：ξ为向量，所有运算为逐元素计算）。据此，

我们可以得到初始时刻的模态形状为 

 ( ) ( ) ( )2 2t
0 2e Re Im cosα  = + φ u ξ ξ ξ   (2-47) 

此外，值得注意的是，由于方程中(2-34)速度项的存在，模态不再视为驻波，而

是行波，即式(2-46)显含时间变量。 

小结 
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在这一小节，我们提出了一种高效的结构模态分析算法，该算法可用于研究

不同转速对结构自然频率和模态的影响，（注：传统的解析方法无法揭示这类关

系），这为研究依赖于结构模态或谐振进行工作的多环陀螺奠定了基础。 

2.3 高转速下多环结构的模态稳定性分析 

在这一小节，我们将利用前面介绍的参数化建模技术和转动结构模态分析技

术，对高转速下多环结构的模态稳定性进行分析，并讨论基于多环结构实现全角

模式陀螺的局限性。 

2.3.1 转动结构模态稳定性的概念 

对于静止的轴对称平面结构，常用极坐标 ( )r,θ 描述，而结构的不同模态常用

沿着径向 r的波数（记为m）和沿着环向θ的波数（记为n）进行区分，通常情况

下，按自然频率由小到大进行排列，径向波数m 0= ，而环向n 0≥ 的模态通常排在

前面，即更易被低频率周期载荷激发。例如，对于一个多环结构，我们列出其前

5 阶模态，如图-5 

 
图-5 多环结构前 5 阶模态图 

当我们考虑结构转动时，我们发现相同结构模态的自然频率不仅会随着转速

的变化而变化，而且自然频率还会出现分岔现象，此时出现了一个与转动方向同

向的前向波，和一个与转动方向反向的后向波，如图-6 所示 
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图-6 转动下的模态分岔现象 

在图-6 和后续讨论中，为了比较的方便，我们尽量使用无量纲的量，因此引入了

正则转速和正则自然频率，定义如下： 

 
1

n
2

b
c

b
c

Ω
Ω =

ω
Ω =

  (2-48) 

其中 ( )c 2= µ + κ ρ为压缩波速。更进一步，通过计算，我们可以画出不同正则转

速下的正则自然频率图，这也被称为 Campbell 图，如图-7（a）。 
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图-7 (a) 2-θ模态的 Campell 图 (b) 模态波动阴影图 

在图-7（a）（b）中，我们分别用红色和蓝色标识前向波和后向波。值得注意

的是，我们发现，当转速超过一定值时，将没有对应的自然频率出现，称此时的

转速达到动态失稳点，其物理意义是超过动态失稳点，相应的模态将无法由外载

荷激发，在发动机转子动力学中，这个点也被称为颤振点。此外，我们注意到图

-7（a）中，Campell 曲线与横坐标轴有一个交点，此时对应的自然频率为零，物

理上可以理解为此时结构的刚度为零，结构模态容易受到外载荷的干扰，这个点

也被称为临界点。 

小结 
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在这一小节，我们主要介绍了转动结构模态稳定性的概念，在全角陀螺设计

中，我们希望工作模态的谐振频率是不随转速变化而变化的，然而这只是理想情

况。因此，在设计中，我们不能忽视这一点，而 Campell 图绘制的意义在于可以

为由转速造成的谐振频差的补偿控制设计提供依据。对于采用硅材料

3c 9.46 10 m / s= × 和外径约b 0.01m= 的多环结构，图-7（a）中给出的失稳转速约为  

( )5 40.6c / b 5.7 10 rad / s 9 10 r / s HzΩ ≈ ≈ × ≈ ×失稳  

临界转速约为 

( )5 40.4c / b 3.8 10 rad / s 6 10 r / s HzΩ ≈ ≈ × ≈ ×临界  

且图中看出临界转速与静态自然频率很接近。我们注意到，采用大模量、低密度

材料和缩小结构尺寸可以显著提高失稳转速和临界转速。此时，我们可以近似认

为，若结构转速相比于失稳转速或临界转速足够小（注：粗略比较时，也可以采

用转速与静态自然频率之比），由转速引起的谐振频差是一个小量，可以忽略。

因此，设计全角陀螺时，应尽量提高谐振频率。 

2.3.2 多环结构模态稳定性分析 

在这一小节，我们主要展示不同结构参数对多环结构模态稳定性的影响的研

究成果，主要的结构因素包括：环数、辐条数和空隙率（即环间距和环宽之比）。

在这些分析中，我们默认辐条宽度和环宽度相同。 

我们首先看不同辐条数下的计算结果。不同辐条数的多环结构图如图-8 所示，

计算结果如图-9 所示 

47 
 



2022  MEMS 陀螺动力学理论和数值模拟技术 江衍辉 

 
图-8 结构示意图。辐条数分别为 a 24, b 32, c 40, d 48, e 56, f 64, g 72, h 80, i 88. 结构环数相同 16 , 孔隙率

0.5，和内外径比 0.5 
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图-9 Campbell 图。辐条数分别为 a 24, b 32, c 40, d 48, e 56, f 64, g 72, h 80, i 88. 结构环数相同 16 , 孔隙率

0.5，和内外径比 0.5 

我们再看不同环数下的计算结果。不同环数的多环结构图如图-10 所示，计

算结果如图-11 所示。 
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图-10 结构示意图。环数分别为 a 36, b 32, c 28, d 24, e 20, f 16, g 12, h 8, i 4. 结构辐条数相同 56 , 孔隙率 0.5 
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图-11Campbell 图。环数分别为 a 36, b 32, c 28, d 24, e 20, f 16, g 12, h 8, i 4. 结构辐条数相同 56 , 孔隙率 0.5 

我们最后看不同空隙率的计算结果。不同环数的多环结构图如图-10 所示，

计算结果如图-11 所示。 
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图-12 结构示意图。空隙率分别为 a 0.1, b 0.2, c 0.3, d 0.4, e 0.5, f 0.6, g 0.7, h 0.8, i 0.9. 结构辐条数相同 56 , 

环数 16，内外径比 0.5 
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图-13 结构示意图。空隙率分别为 a 0.1, b 0.2, c 0.3, d 0.4, e 0.5, f 0.6, g 0.7, h 0.8, i 0.9. 结构辐条数相同 56 , 

环数 16，内外径比 0.5 

 为了更直观地展示结构参数的作用，我们进一步把结果整理如下图： 
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图-14不同结构参数：辐条数、环数和孔隙率对结构临界转速和失稳转速的关系图. a 临界转速对辐条数 b 失

稳转速对辐条数 c 临界转速对环数 d 失稳转速对环数 e 临界转速对孔隙率 f 失稳转速对孔隙率 

小结 

在这一小节，我们展示了对具有不同结构参数的旋转多环结构的 0-θ到 4-θ

模态稳定性分析结果。结果表明增加辐条数，减小环数和减小孔隙率可以提高结

构的稳定性，此外，我们从图中观察到这些模态对应的自然频率和临界频率十分

近似，因此，我们也可得出结论，对于这些模态，增加辐条数，减小环数和减小

孔隙率可以提高结构的自然频率。换言之，提高结构的自然频率可以提高结构的
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稳定性。 

2.4 陀螺虚拟样机和优化技术 

在 2.2 节的研究可以视为对以全角模式工作的多环陀螺的结构优化，即如何

设计结构使其工作频率最大（即自然频率）。在这一节，我们基于参数化建模技

术和有限元分析技术，以 MEMS 多环陀螺为研究对象，以力平衡模式下的标度

因数为优化目标，通过构建虚拟样机和大规模模拟比较的方法，找到不同参数下

的最优结构。考虑如下的测控方式，图-15（a） 

 
图-15 多环陀螺测控构型和仿真结果图 

首先给出优化的基准参数： 

（1）环数：20 

（2）辐条数：16 

（3）外径：4000 mm   

（4）环间距：100 mm   

（5）环宽度：50 mm   
55 

 



2022  MEMS 陀螺动力学理论和数值模拟技术 江衍辉 

（6）辐条宽度：50 mm   

（7）圆片厚度：100 mm  

（8）电极夹角：11.5°   

（9）直流电压：10 V   

（10）交流电压：100 mV   

（11）Rayleigh 阻尼系数：1E-6, 1E-6 

（12）硅材料 

（13） 自然频率：30.5757KHz，由模态计算程序给出。 

我们给出基准参数下的分析结果，见图-15（b）。根据分析结果，我们可以

通过计算曲线斜率得到基准参数下多环结构的机械灵敏度。当改变参数式，重复

一遍计算流程，便可以得到新参数下的多环结构机械灵敏度。由于很多结构参数

是非连续的整数，我们采用等距采样的方式，同时还要考虑参数选择的合理性，

计算不同参数下的多环结构灵敏度。计算结果整理如下： 
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图-16 机械灵敏度分析结果。a 不同环数下的机械灵敏度;b 不同辐条数下的机械灵敏度;c 不同外径值下的机

械灵敏度;d 不同环间距下的机械灵敏度;e 不同环间距下的机械灵敏度 

通过参考计算结果，结合实际应用的需要，如封装尺寸要求，加工工艺精度

等，便可以根据不同参数择优选择。 

小结 

在这一节中，我们展示了对具有不同结构参数的工作在力平衡模式下的多环

陀螺的机械灵敏的的分析结果，以便在后续改进设计中参阅。 

2.5 本章小结 

    在这一章，我们从基本的参数化建模开始介绍，随后详细地介绍了所提出的

有限元法和转动结构模态的分析算法，最后将算法应用于陀螺结构的分析中，研

究了多环结构不同结构参数对其自然频率的影响，对其稳定性的影响等，最后介

绍了多环陀螺虚拟样机技术和基于该技术的陀螺性能参数的优化方法。这一章的

主要内容是关于多环陀螺的数值模拟技术，偏重于结构设计方面，其中提出了新

的算法并介绍了新的分析结果，可以加深读者对多环陀螺的了解，为后续具体控

制方案的设计及结构的进一步迭代优化奠定基础。 
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